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Primjena algoritama — srednja Skola — 2. dan natjecanja Opisi algoritama

Opisi algoritama

Primjeri implementiranih rjesenja dani su u priloZenim izvornim kodovima koji nuzno ne odgovaraju u
svim detaljima ovdje opisanim algoritmima.

Zadatak: Parnost (P1)

autor: Adrian Satja Kurdija
pripremili: Vedran Kurdija i Adrian Satja Kurdija

U opisima slozenosti pretpostavljamo N = M.

Za podzadatak 1 bilo je dovoljno na sve mogudée nacine odabrati dva kuta pravokutnika (4 for petlje) te
jos dvama for petljama zbrojiti sva polja u tom pravokutniku. Slozenost ovog pristupa je O(N®).

Za podzadatak 2 bilo je potrebno ovaj pristup ubrzati. Dio koji mozemo ubrzati zbrajanje je polja u
odabranim pravokutnicima. Ubrzavamo ga stvaranjem pomocéne matrice s, koja za svako polje (4, j) ima
pohranjenu sumu prvih 5 polja u retku 7. Matricu s dovoljno nam je izracunati jednom, moze veé i pri
unosu podataka, koriStenjem izraza s[i|[j] = s[i][j — 1] + p[i][j]. Ovu matricu sad mozemo iskoristiti za
brze zbrajanje polja u pravokutniku na nacin da umjesto dvije for petlje koje smo imali originalno, sada
koristimo samo jednu koja prolazi po zadnjem stupcu odabranog pravokutnika i pribraja sume redaka
pravokutnika, pribrajajuéi cijeli redak odjednom koristenjem izraza p[i][j] — p[i][j — sirina]. SloZenost
ovog pristupa je O(N?®).

Za podzadatak 3 trebalo je primjetiti da pristup iz proslog podzadatka funkcionira i u dvije dimenzije.
Naime, mozemo u matrici s umjesto suma u retcima imati pohranjene sume u podmatricama. Drugim
rije¢ima, u polju s[i][j] bit ¢e pohranjena suma prvih j polja u prvih ¢ redaka, za razliku od proslog
pristupa koji je imao pohranjenu sumu samo za i-ti redak. Matricu s sada racunamo korisStenjem
izraza si][j] = s[i — 1][4] + s[i][j — 1] — s[i — 1][j — 1] + p[i][j], a zbrajanje polja u pravokutniku ovoga
puta mozemo izvesti samo jednom operacijom. Ako je donji desni kut pravokutnika (7,j), suma je
sli][4] — s[illj — sirina] — s[i — visina][j] + s[i — visina][j — sirina]. Uspjeli smo sloZenost smanjiti samo
na odabir pravokutnika, to jest na O(N%).

Kako ovaj pristup dodatno ubrzati, tako da mozemo rijesiti podzadatak 47 Sada viSe ne mozemo na sve
nacine odabrati pravokutnik, ali mozemo na sve nacine odabrati stupce L i D kojima je omeden, to jest
u kojima se nalaze njegovi kutevi. To su dvije for petlje. Mozemo si priustiti jos jednu koja prolazi po
retcima. Sada za svaki redak i moramo nekako odgovoriti na pitanje: koliko postoji trazenih pravokutnika
s donjim desnim kutem u (4, D), a lijevim u (i, L)? Primijetimo da su to svi pravokutnici s gornjim lijevim
kutem u (j, L) za koje vrijedi da je s[¢][D] — s[i][L — 1] — (s[j — 1][D] — s[j — 1][L — 1]) paran broj. Buduéi
da smo veé potrogili tri for petlje za odabir vrijednosti L, D i i, taj broj moramo izracunati u jednoj
operaciji. Primijetimo da je u tom izrazu s[i][D] — s[¢][L — 1] fiksan te moZemo tu vrijednost nazvati
vrijednos$éu retka v[i]. Sada vidimo da se i drugi dio izraza moze opisati kao vrijednost retka v[j — 1], tj.
da smo izraz sveli na to koliko ima parnih brojeva v[i] — v[j — 1]. To je isto kao da se pitamo koliko postoji
redaka s vrijednoséu v[j — 1] iste parnosti kao vrijednost retka v[i]. Uvedemo li dvije nove varijable, po
jednu za svaku parnost, u kojima ¢emo pamtiti koliko smo redaka s tom parnoséu vrijednosti prosli, na
pocetno pitanje mozemo odgovoriti jednom operacijom. Nakon odgovora samo poveéamo za 1 varijablu
odgovarajuée parnosti za redak i. Ukupna slozenost je O(N3).

Za sve bodove trebalo se sjetiti dodatne lukavstine koja moze ubrzati ¢ak i rjeSenje za podzadatak 4.
Primijetimo da radimo s parnostima, to jest s bitovima. Zasto ne iskoristiti brzinu bitovnih operacija?
Bitovne se operacije na jednom podatku izvrsavaju u slozenosti O(1). U pristupu iz prethodnog podzadatka,
treca for petlja ne moze ici po svim retcima, ali moze i¢i po svakom B-tom retku. B mora biti dovoljno
velik da dovoljno smanji slozenost, a dovoljno malen da B bitova stane u odabrani tip podataka, primjerice
long long u programskom jeziku C++, s kojime onda mozemo izvoditi bitovne operacije u O(1). U
sluzbenom rjesenju B = 63. Ukupna ce slozenost tada biti O(N?*[2£]), to je dovoljno brzo za N < 1000.
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Postavlja se pitanje kako toéno implementirati ovu optimizaciju. Mozemo uvesti pomoénu matricu bits,
prethodnih B vrijednosti matrice s. Ovu matricu izracunamo unaprijed. Za svaki B-ti redak kojeg
posjetimo, rjeSenju moramo pridodati one trazene pravokutnike koji se nalaze iskljucivo u posljednjih B
redaka, kao i one ¢iji se donji kutevi nalaze u posljednjih B redaka, a gornji kutevi negdje prije. Trazene
pravokutnike koji se nalaze iskljuc¢ivo u posljednjih B redaka lako izrac¢unamo tako da prebrojimo jedinice
i nule u bits[i][D] & bits[i][L — 1] te izratunamo broj parova jedinica te broj parova nula. Primijetimo
da koristenjem operacije & nad matricom bits koja je izgradena nad matricom s, efektivno racunamo
parnosti vrijednosti redaka v za prethodnih B redaka. Preostaje nam prebrojiti trazene pravokutnike
koji imaju gornje kuteve prije prethodnih B redaka. Njih racunamo tako da u pomoénim varijablama za
svaku parnost pamtimo broj vrijednosti redaka s tom parnoséu koje smo prosli prije trenutnih B redaka,
a te vrijednosti mnozimo odgovaraju¢im brojevima parnosti vrijednosti redaka u trenutnih B redaka koje
razmatramo, to jest brojevima nula i jedinica u bits[i][D] @ bits[i][L — 1]. Nakon izrac¢una, poveéamo
pomocéne vrijednosti za odgovarajuce brojeve parnosti vrijednosti trenutnih B redaka.

Napomenimo da se ovo moglo jednostavnije implementirati koriStenjem strukture podataka bitset, ali je
sluzbeno rjesenje ne koristi, buduéi da cilj sluzbenog rjesenja nije bio osloniti se na odredenu strukturu
podataka. Rjesenje koje koristi bitset takoder je dano u prilogu.

Zadatak: Trening (P1)

autor: Adrian Beker
pripremili: Pavel Kliska 1 Adrian Satja Kurdija

Za prvi podzadatak (svi znakovi su upitnici), trebamo "$to ravnomjernije" rasporediti k znakova Sin — k
znakova V. Pretpostavimo da je manje znakova S nego znakova V (obrnuti slu¢aj rjesava se analogno).
Onda n — k znakova V rasporedujemo u k + 1 "pretinaca" koji su odredeni dijelovima niza izmedu k
znakova S, brojeéi i dijelove sasvim lijevo i desno. Broj znakova V u svakom od tih pretinaca odredujemo
cjelobrojnim dijeljenjem.

Za drugi podzadatak mozemo isprobati svih 2" mogucih rasporeda i pronaci najbolji od njih koji zadovoljava
trazene uvjete. Iteraciju po svim moguéih rasporedima ostvarujemo rekurzijom ili bitmaskama.

Rjesenje za sve bodove sluzi se dinamickim programiranjem. Zamislimo da slijeva nadesno stvaramo
trazeni niz. Stanje (i, k, z) jest trenutna pozicija ¢, broj k preostalih znakova S koje treba staviti, te iduéi
znak z € {5, V} koji stavljamo. U nekom stanju, na sve nacine biramo koliko éemo uzastopnih znakova
z staviti (primjerice njih j), provjeravamo smijemo li staviti te znakove, te prelazimo u stanje gdje je
nova pozicija @ + j, iduéi znak onaj koji se razlikuje od z, te je k smanjen za j u slucaju z = S. Za
pojedino stanje zanima nas koja je minimalna monotonija koju mozemo posti¢i od tog trenutka do kraja.
Monotoniju za odabrani j ra¢unamo kao maksimum od samog broja j (uzastopnih znakova z) te rjeSenja
za iducée stanje u koje smo presli za taj j. Najbolji 7, onaj koji daje najmanju monotoniju, pamtimo radi
kasnije rekonstrukcije.

Zadatak: Skijaliste (P1 i P2)

autor: Adrian Beker
pripremili: Adrian Beker, Josip Klepec

Zbog koristenja modularnih operacija promatrat ¢emo tezine staza od 0 do K — 1 umjesto od 1 do K.
Recimo da je plan kretanja dobar ukoliko prolazi sve staze to¢no jednom te pocinje i zavrsava u korijenu
stabla. Recimo da je plan izvrstan ukoliko je dobar te prolazi staze tezina redom 0,1,..., K — 1 i tako
dalje periodicki. Dakle, trazimo izvrstan plan kretanja s najmanjom mogué¢om monotonijom.

Primijetimo najprije da je dobar plan kretanja jedinstveno odreden poretkom djece za svaki ¢vor. Zaista,
jednom kad udemo u podstablo nekog djeteta, moramo ga rekurzivno obiéi te se vratiti u trenutni ¢vor.
Za svaki ¢vor v ozna¢imo sa s, veli¢inu njegovog podstabla te s t, tezinu staze koja spaja v s njegovim
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roditeljem, pri ¢emu posebno definiramo ¢, = K — 1 ukoliko je v korijen. Fiksirajmo sada proizvoljan ¢vor
v te izgradimo usmjeren graf G, sa skupom vrhova {0,1,..., K — 1} te bridovima e, = (ty,t, + Su.) za
svako dijete u ¢vora v (pri ¢emu zbrajamo modulo K). Plan kretanja je izvrstan ako i samo ako vrijedi
sljedece: kada prolazimo bridove e, u grafu G, prema poretku djece u ¢vora v, dobivamo Eulerovu stazu
koja pocinje u vrhu t, 4+ 1 te zavrsava u vrhu t, + s,,.

Sada nije tesko rijesiti verziju zadatka za prvu podskupinu: za svaki ¢vor v provjerimo postoji li u grafu
G, Eulerova staza od t, + 1 do t,, + s,,. Ako za neki v ona ne postoji, tada je odgovor "NE". U suprotnom,
odgovor je "DA": za svaki v nademo pogodnu Eulerovu stazu te iz njih konstruiramo Zeljeni plan kretanja
na gore opisani nacin.

Za tezu verziju zadatka potrebno je primijetiti sljedece. Fiksirajmo poredak djece za svaki ¢vor v u nekom
dobrom planu kretanja. Neka z, oznacava posljednje dijete u poretku djece ¢vora v. Definirajmo funkciju
f koja svakom ¢voru v pridruzuju duljinu niza voznji zicarama kojim izlazimo iz podstabla ¢vora v. Tada
f mozemo racunati rekurzivno na sljedeéi nacin: ako je v korijen, tada je f(v) = f(zy), u suprotnom ako
je v list, tada je f(v) =1, a inace je f(v) = f(z,) + 1. Nije tesko vidjeti da je monotonija promatranog
plana kretanja jednaka max, f(v).

Sada se namece sljedec¢i algoritam: za svaki ¢vor v odredimo skup D, koji se sastoji od njegove djece u sa
svojstvom da brid e, moze biti posljednji na Eulerovoj stazi od ¢, + 1 do t, + s, u G,. Ukoliko takva
staza uopce ne postoji, tada je D, naravno prazan te je odgovor "-1". U suprotnom, D, je neprazan te se
sastoji od one djece u takve da brid e, ulazi u vrh ¢, + s, te nije most u neusmjerenoj verziji grafa G,,
osim u slucaju kada ¢, + s, ima to¢no jedan ulazni brid (tada D, sadrzi upravo dijete koje odgovara tom
bridu). Na kraju, zadatak rjesavamo dinamickim programiranjem: imamo dinamiku dp, za svaki évor v
koju ra¢unamo kao dp, = min,ep, dp, + 1 (osim u posebnim slucajevim kada je v list ili korijen) te je
traZzena najmanja monotonija dana s max, dp,. Konstrukciju plana koji ostvaruje najmanju monotoniju
mozemo izvesti slicno kao u laksoj verziji zadatka.

Ukupna je sloZenost rjesenja u obje verzije O(N + K).

Zadatak: Devet (P2)

autor: Adrian Satja Kurdija
pripremili: Adrian Satja Kurdija i Vedran Kurdija

Zadatak mozemo rijesiti tako da smjestimo tocke na konkretne koordinate u koordinatnoj ravnini. Tocku s
brojem b moZemo smjestiti na koordinate ([%52], (b —1) mod 3). Sada za svake dvije duZine izra¢unamo
njihovo sjeciste, ako ono postoji, to jest ako se sijeku i nisu paralelne. Za paralelne duzine smatramo da
nemaju sjecista te smo se time pobrinuli da ne ubrajamo preklapanja u sjecista. Nakon toga iz sjecista
izbacimo duplikate i koordinate osnovih devet tocaka. Konacno je rjesenje broj preostalih sjecista.

Preostaje opisati kako provjeriti jesu li duzine paralelne i sijeku li se. Neka prvu duzinu ¢ine tocke A i B,
a drugu tocke C'i D. Predstavimo duzine kao pravce s jednadzbama a1x + b1y = ¢1 i asx + bay = co.
Koeficijent a1 ra¢unamo kao B.y — A.y, a koeficijent b; kao A.x — B.z. Koeficijente as i b ra¢unamo
analogno. Nakon toga ra¢unamo d = aj - bo — as - by. Ako d = 0, duzine su paralelne te ih odbacujemo.
Inace dobivamo sjeciste kao x = Z’Q’d%;}”d,y = %fﬂd No, valja imati na umu da je ovo sjeciste
pravaca na kojima se duzine nalaze. JoS moramo provjeriti nalazi li se sjeciste na duzinama. Za prvu
duzinu postavljamo uvjete min(A.x, B.x) < x < max(A.z, B.z) te min(A.y, B.y) <y < max(A.y, B.y)
te analogno ¢inimo i za drugu duzinu. Ako su zadovoljeni, duzine se sijeku.

Zadatak: Bitstring (P2)

autor: Adrian Beker
pripremili: Adrian Beker, Pavel Kliska i Adrian Satja Kurdija

Dinamicko programiranje koje rjesava zadatak u slozenosti O(N?) dano je u gornjem opisu zadatka
Trening.
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Prvi korak k punom rjesenju zadatka jest zamjedba da rjesenje zadatka mozemo traziti binarnim pretrazi-
vanjem. Time se problem svodi na sljede¢e: mozemo li zamijeniti upitnike nulama i jedinicama tako da
imamo ukupno K jedinica te nemamo blok od vise od L uzastopnih jednakih znakova? Dakle, pitamo se
koje sve brojeve jedinica mozemo postié¢i ukoliko nemamo blok od vise od L uzastopnih jednakih znakova.
Na to pitanje mozemo odgovoriti dinamickim programiranjem: za sve ¢ =0,1,..., N i £k = 0,1 imamo
skupove D; j, i S; 1, koji su definirani na sljedeéi nacin. D, j, sadrzi sve moguce brojeve znakova 1 — k, a
S; 1 sve moguce brojeve znakova k ukoliko rjesavamo problem za prefiks danog stringa duljine 7 te i-ti
znak postavljamo na k. Tada je odgovor na polazno pitanje "DA" ako je K € Dy ili K € Dy ny_k,
a inafe 'NE". Primijetimo da se skup 9, sastoji upravo od onih j takvih da je i — j € D, , stoga
preostaje samo odrediti skup D; ;. To mozemo uéiniti rekurzivno: D;j je unija skupova Sy 1_j po
svim ¢’ € [max(i — L,0),¢) takvim da se na pozicijama u intervalu (¢, 7] u ulaznom stringu ne pojavljuje
znak 1 — k. Opisano rjesenje nije tesko implementirati u slozenosti O(N?log N) pomoéu prefiks suma ili
O(N3/64 -log N) koristenjem strukture bitset.

Do punog rjeSenja dolazimo sljede¢om zamjedbom: skupovi D; , S; i uvijek ée biti intervali (moguce
prazni). Zbog toga umjesto ¢itavih skupova mozemo drzati samo donje i gornje granice intervala te ih
u prijelazu dinamike rac¢unati traZenjem minimuma/maksimum na intervalu. To pak mozemo udiniti u
ukupnoj sloZenosti O(N log? N ) koriStenjem tournament. Za sve bodove bilo je potrebno jo§ primijetiti
da ée se granice intervala na kojima trazimo minimume/maksimum monotono pomicati. Zato u prijelazu
dinamike mozemo umjesto tournament stabla koristiri monotoni red. Na taj nacin dobivamo rjesenje

slozenosti O(N log N).
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