Zupanijsko natjecanje iz informatike 2022.
Primjena algoritama — srednja skola Opisi algoritama

Opisi algoritama

Primjeri implementiranih rjesenja dani su u priloZenim izvornim kodovima koji nuzno ne odgovaraju u
svim detaljima ovdje opisanim algoritmima.

Zadatak: Zbroj autor: Adrian Satja Kurdija

Najmanji traZeni broj dobit ¢emo kreé¢uéi od broja 100...00 i poveéavajuéi znamenke s desne strane (buduéi
da su to najmanje promjene) dok njihov zbroj ne postane jednak K.

Preciznije, tocan je sljedeéi algoritam: kreni od broja 10V ! i sve dok je zbroj znamenaka manji od K,

pronadi prvu znamenku s desne strane koja je manja od 9 i povecaj je za jedan. Ovaj algoritam moze se
ubrzati tako da znamenke zdesna odmah povetavamo na 9 dok nam do zbroja K ne ostane razlika manja
od 9.

Najveéi trazeni broj dobit ¢emo kreéuéi od broja 999...99 i smanjujuéi znamenke s desne strane (buduéi
da su to najmanje promjene) dok njihov zbroj ne postane jednak K.

Preciznije, tocan je sljede¢i algoritam: kreni od broja 10V — 1 i sve dok je zbroj znamenaka veéi od K,
pronadi prvu znamenku s desne strane koja je vec¢a od 0 i smanji je za jedan. Ovaj algoritam moze se
ubrzati tako da znamenke zdesna odmah smanjujemo na 0 dok nam do zbroja K ne ostane razlika manja
od 9.

Da bi algoritam bio u¢inkovit za N < 10° znamenaka, potrebno je broj odrzavati kao niz (listu) znamenaka,
a ne kao cjelobrojni tip podataka (int).

Zadatak: Wordle autor: Vedran Kurdija

Za svaku mogucu rije¢ od pet slova provjeravamo zadovoljava li sve pokusSaje te na kraju ispisujemo
koliko rijeci ih sve zadovoljava. Za generiranje svih mogucih rijeci od pet slova koristimo, primjerice, pet
ugnijezdenih for petlji ili rekurzivnu funkciju.

Za provjeru zadovoljava li rije¢ neki pokusaj, pretpostavljamo da je ta rije¢ trazena te obojimo slova
pokusaja shodno tome. Ako su boje jednake bojama koje je igra dala Mislavu, ta rije¢ zadovoljava taj
pokusaj.

Rije¢ obojimo koriStenjem pomocénog niza xmz u koji za svako slovo engleske abecede xzmz(slovo) na
pocetku zapisujemo odgovarajucu vrijednost X — Z, gdje X i Z odgovaraju oznakama iz teksta zadatka.
Potom obilazimo slova u pokusaju te za svako koje nije zeleno, tj. koje se ne podudara sa slovom u
trazenoj rijeci, provjeravamo je li zmz(slovo) > 0. Ako jest, boja tog slova je narancasta i smanjujemo
vrijednost xmz(slovo) za 1, a u suprotnom je boja tog slova siva. Za implementacijske detalje pogledajte
priloZeni kod.

Zadatak: Ispit autor: Adrian Satja Kurdija

Da bismo smislili rjesenje za bilo koji K, promotrimo najprije slucaj K = 2 koji je nosio ukupno 15 bodova.
Broj trazenih parova "potpuno razli¢itih" natjecatelja mozemo dobiti kao: broj svih parova, minus broj
parova koji imaju jednak prvi zadatak, minus broj parova koji imaju jednak drugi zadatak, plus broj
parova koji imaju jednaka oba zadatka (jer smo takve parove dvaput oduzeli).

Za K = 3 formula je malo sloZenija: nakon oduzimanja parova koji imaju isti prvi, pa drugi, pa treéi
zadatak, pribrajamo parove koji imaju jednaka dva zadatka (prvii drugi, pa prvi i treéi, pa drugi i treéi)
jer smo ih dvaput oduzeli, te na koncu ponovno oduzimamo parove koji imaju jednaka sva tri zadatka jer
smo ih prethodno triput oduzeli i triput pribrojili.

Opcenito, za proizvoljan K, ovo je zapravo formula ukljuc¢ivanja i isklju¢ivanja: oduzimamo parove koji se
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podudaraju u podskupu s neparnim brojem zadataka, a pribrajamo one koji se podudaraju u podskupu s
parnim brojem zadataka.

Ovo mozemo implementirati tako da za svakog natjecatelja konstruiramo 2% "signatura", od kojih se
svaka sastoji od njegovih bodova za odredeni podskup zadataka (npr. prvi, treéi i Cetvrti zadatak). Za
odredeni podskup, odgovarajuce signature svih natjecatelja mozemo sortirati i tako pronadi broj parova
natjecatelja koji se u njima podudaraju, jer ¢e jednake signature biti uzastopne u sortiranom nizu. Taj
broj parova oduzimamo ili pribrajamo kona¢nom rezultatu ovisno o parnosti podskupa, tj. parnosti broja
zadataka u signaturi.

Zadatak: Boje autor: Vedran Kurdija

Promotrimo slucaj u kojem pokusaj ne sadrzi dva ista slova. Rjesenje za ovaj slu¢aj nosilo je 15 bodova.
Jednom for petljom prolazimo po slovima pokusaja te ispisujemo ’Z’ ako se trenutno slovo podudara s
odgovarajuéim slovom trazene rijeci, a u suprotnom drugom for petljom prolazimo po svim slovima traZene
rijedi te ispisujemo "N’ ako medu njima pronademo trenutno slovo pokusaja, a u suprotnom ispisujemo ’S’.

Za sve bodove ovo rjesenje nadogradujemo pomoénim nizom xmz u koji za svako slovo engleske abecede
xmz(slovo) na pocetku zapisujemo odgovarajuéu vrijednost X — Z, gdje X i Z odgovaraju oznakama
iz teksta zadatka. Pri ispisu rjesenja, za svako slovo u pokusaju koje nije zeleno, provjeravamo je li
xmz(slovo) > 0. Ako jest, ispisujemo 'N’ i smanjujemo vrijednost amz(slovo) za 1, a u suprotnom
ispisujemo ’S’.

Zadatak: Znamenke autor: Adrian Satja Kurdija

Broj N najprije nadopunimo vodeé¢im nulama tako da ima 19 znamenaka, $to je maksimalan broj
znamenaka s obzirom na ogranic¢enje K < 170. Zadatak rjeSavamo generiraju¢i sve moguce kandidate za
trazeni broj X. Najprije, na sve moguce nacine biramo prefiks zajednickih znamenaka brojeva N i X, tj.
koliko ¢e se vodeéih znamenaka (izmedu 0 i 18) broja X podudarati s brojem N. Za svaki taj odabir,
na sve moguce nacine biramo iduéu znamenku broja X (izmedu 0 i 9) koja se razlikuje od odgovarajuée
znamenke broja N. Ovisno o odabranoj znamenki, tj. o tome je li ona veca ili manja od odgovarajuée
znamenke broja N, znamo hoce li promatrani kandidat X biti manji ili veéi od N.

Kako odrediti ostale znamenke broja X7 Ako je X < N, preostali dio broja X treba biti sto veéi da
bismo se maksimalno priblizili broju N, pa stavljamo $to veée znamenke (99...) dok ne dosegnemo
zbroj znamenaka K, nakon ¢ega broj X nadopunimo nulama. S druge strane, ako je X > N, preostali
dio broja X treba biti Sto manji da bismo se priblizili broju N, pa X do kraja dopunjujemo nulama i
onda povedavamo najmanje znacajne znamenke (zdesna nalijevo) dok je zbroj znamenaka manji od K.
Preciznije, nakon nadopune nulama, pronalazimo prvu znamenku s desne strane koja je manja od 9 i
pove¢avamo je za jedan, dok zbroj znamenaka ne postane jednak K.

Na kraju od svih uspjesno generiranih kandidata za X biramo onaj koji je najblizi broju N.

Zadatak: TIMO autor: Adrian Beker

Neka je K broj zadataka, a M maksimalan broj bodova po zadatku. U situaciji opisanoj u zadatku imamo
K =61iM = 7. Rezultatom ¢emo zvati proizvoljan niz koji se sastoji od K cijelih brojeva iz intervala
[0, M]. Primijetimo da postoji (M + 1)% = 8% = 262144 mogudéih rezultata. Minimum dvaju rezultata
(a:)K, i (b;)E, definiramo kao rezultat (min(a;,b;))E . Za niz (a;)K, reéi éemo da dominira niz (b;)K
ako je a; > b; za svaki 1 <i < K.

Trojke sa zeljenim svojstvom mozemo prebrojiti tako da na sve moguée nacine odaberemo tri razlicita
natjecatelja te ispitamo je li minimum rezultata prve dvojice jednak rezultatu trecega. Taj pristup ima
slozenost O(N? - K) te je dovoljan za testne primjere u kojima vrijedi N < 300.

U slucaju da se rezultat svakog natjecatelja sastoji iskljucivo od brojeva 0 i M, opisani pristup mozemo
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ubrzati na sljedeé¢i nac¢in. Rezultate pamtimo kao cijele brojeve u binarnom zapisu, pri ¢emu pojavljivanja
broja M zamjenjujemo brojem 1. Za svaki moguéi rezultat najprije prebrojimo koliko se puta pojavljuje
u ulazu. Tada na sve moguce nacine odaberemo tri rezultata takva da je treéi jednak minimumu prvih
dvaju te mnozenjem odgovarajué¢ih brojaca izracunamo koliko ima trojki natjecatelja koji imaju upravo te
rezultate. Pritom treba paziti da brojimo samo one trojke u kojima su svi natjecatelji razli¢iti. Bududéi da
imamo svega 2% moguéih rezultata, ovaj pristup ima slozenost O(N + 23K . K). On se lako moze ubrzati
do slozenosti O(N + 22K . K) ukoliko iskoristimo zamjedbu da prva dva odabrana rezultata jedinstveno
odreduju treci, no to nije bilo nuzno.

Pocetni pristup u opéenitom slucaju mozemo ubrzati tako da, kada fiksiramo prva dva natjecatelja iz
trojke, rjeSenju pribrojimo broj natjecatelja ¢iji je rezultat jednak minimumu rezultatu odabrane dvojice.
Takav pristup podrazumijeva da smo prethodno za svaki mogudéi rezultat prebrojili koliko se puta on
pojavljuje u ulazu. To mozemo efikasno uciniti tako da rezultate promatramo kao cijele brojeve zapisane
u sustavu s bazom M + 1 te za svaki broj od 0 do (M 4+ 1)% — 1 drzimo odgovarajuéi broja¢. Na taj nacin
dobivamo algoritam slozenosti O(N? - K + (M + 1)%), $to je dovoljno za testne primjere u kojima vrijedi

N < 3000.

Za sve bodove postupamo na obrnut nacin: na sve moguée nacine odaberemo tre¢eg natjecatelja te brojimo
na koliko nac¢ina mozemo odabrati prva dva. U tu svrhu koristimo formulu ukljuc¢ivanja-iskljucivanja.
Preciznije, za fiksnog treéeg natjecatelja C, ozna¢imo sa S skup svih uredenih parova (A, B) ostalih

natjecatelja koji su na svakom zadatku ostvarili vise ili jednako bodova nego C, tj. ¢iji rezultati dominiraju
rezultat od C. Nadalje, za 1 < i < K oznac¢imo sa S; skup parova iz S u kojima oba natjecatelja na

i-tom zadatku imaju strogo vise bodova nego C. Tada je trazeni broj parova jednak ‘ﬂﬁl Sf‘, gdje je

S¢ =5\ S; komplement skupa S; u skupu S. Prema formuli ukljucivanja-iskljué¢ivanja imamo

(K]Sf = > NS

IC{1,... K} iel

)

stoga se problem svodi na odredivanje kardinalnosti skupa (1,c; S, za proizvoljan I C {1,...,K}.
Oznaéimo rezultat natjecatelja C' s (¢;)K | te indikatorsku funkciju skupa I's 1 (17(i) = 1 ako je i € I te
17(i) = 0 inace). Tada je lako vidjeti da vrijedi |(,c; Si| = v(v — 1), gdje je v broj natjecatelja razlicitih
od C koji su na i-tom zadatku ostvarili barem ¢; + 1;(i) bodova, za svaki 1 < i < K.

Dakle, problem smo sveli na odredivanje, za svaki moguéi rezultat, koliko natjecatelja ima rezultat koji
ga dominira. To mozemo uciniti koriste¢i dinamicko programiranje i formulu ukljuc¢ivanja-iskljucivanja,
po analogiji s uobic¢ajenim nac¢inom rac¢unanja dvodimenzionalnih prefiks-suma. Preciznije, za fiksan
rezultat 7 = (1;)K || ozna¢imo s T skup natjecatelja ¢iji rezultat dominira r. Takoder, oznaé¢imo s T; skup
natjecatelja iz T koji na i-tom zadatku imaju strogo vise od r; bodova. Tada je T disjunktna unija skupa
natjecatelja koji imaju rezultat r i skupa Ufil T;. Po formuli ukljucivanja-isklju¢ivanja znamo da vrijedi

Jznj= > "Nz

i=1 IC{1,...K}, I+ i€l

Primijetimo da je ‘ﬂiel Ti’ jednako broju natjecatelja koji su na i-tom zadatku ostvarili barem r; 4+ 1;(7)
bodova, za svaki 1 < i < K. Iz tog se razloga prirodno namecée sljedeéi pristup. Neka je z = (z;)X | niz
cijelih brojeva u intervalu [0, M + 1] te oznacimo s f(x) broj natjecatelja ¢iji rezultat dominira x. Ako x
nije rezultat, odnosno sadrzi broj M + 1, tada je f(x) = 0. U suprotnome, iz gornjih zamjedbi slijedi

f)y =g+ Y. )+ 1),

IC{1,.. K}, I#@

gdje smo s g(x) oznadili broj natjecatelja s rezultatom jednakim x. Dakle, vrijednosti funkcije f mozemo
izracunati dinamickim programiranjem. Uz pazljivu implementaciju, ukupna slozenost rjesenja postaje
O(N + (M + 1)K . 2K). Za implementacijske detalje pogledajte prilozene izvorne kodove.
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Za kraj, spomenimo jo§ da je zadatak mogude rijesiti i u boljoj slozenosti O(N + (M + 1) . K), koristedi
pristup sli¢an tzv. SOS (eng. sum over subsets) dinamici. Razradu tog rjeSenja ostavljamo citateljici za

vjezbu.
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